Funkcje liczbowe - pojecie i wlasnosci funkcji

Pojecie funkcji

Poczawszy od tego rozdziatu, aby skroci¢ zapis niektorych definicji bedziemy

uzywac tzw. kwantyfikatoréw. Rozrozniamy dwa ich rodzaje:

o fkwantyfikator ogodlny, ktory oznaczamy symbolem V 1 czytamy: ,.dla
kazdego”. Zatem zapis: V g, przeczytamy jako: ,,dla kazdego x nalezacego
do zbioru liczb rzeczywistych”,

o fkwantyfikator szczegotowy, ktory oznaczamy symbolem I i czytamy:
»istnieje takie”. Przykltadowo zapis: 3. ,, odczytamy jako: ,.istnieje takie &
wigksze od 0, ze”.

Niech X i Y bgda dwoma dowolnymi, niepustymi zbiorami liczb.
Definicja 1. Mowimy, ze w zbiorze X jest okreslona pewna funkcja f
(funkcja jednej zmiennej), jezeli kazdej liczbie x  ze zbioru X
przyporzadkowana jest doktadnie jedna liczba y ze zbioru Y.
Funkcje f odwzorowujaca zbior X w zbidr Y oznaczamy
f:X-Y,

a przyporzadkowanie elementowi x € X elementu yeY zapisujemy

y=f(x), xeX.
Element x nazywamy argumentem (zmienng niezalezng) funkcji f, a zbior X —
jej dziedzing. W przypadku, gdy dany jest tylko wzor okreslajacy funkcje, to
zbior liczb, dla ktérych wzdér ten ma sens bedziemy nazywaé dziedzing
naturalng funkcji (oznaczenie: D).

Element y = f(x) zbioru Y nazywamy wartoscig (zmienng zalezng) funkcji f
dla argumentu x, a zbior

W,={yeY:y=f(x) AxeX}
nazywamy przeciwdziedzing (zbiorem wartosci) tej funkcji.

Podamy teraz prosty przyktad ilustrujacy na czym polega wyznaczanie
dziedziny (naturalnej) funkcji. Wigcej przykladow pojawi si¢ po dokonaniu
przegladu wybranych funkcji elementarnych.



Przyklad 1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji
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Rozwigzanie. Widzimy, ze aby wyrazenie wystepujace po prawej stronie znaku
rownosci miato sens liczbowy, to spelnione musza by¢ dwa nastgpujace
warunki:

1) x+120, 2)6-2x20.

Z warunku pierwszego otrzymujemy, ze x € R\{-1}, natomiast z drugiego:
xXe (—oo,3> . Wyznaczajac czgs¢ wspolna obydwu zbiorow stwierdzamy, ze
dziedzing danej funkcji bedzie: D, =(-o0,3)\{-1}.

Wykresem funkcji f begdziemy nazywaé zbior tych wszystkich punktow (x,y)
ptaszczyzny Oxy, ktorych wspotrzedne spetniajg warunki: xe X, y = f(x).

Uwaga. Z definicji funkcji wynika, Zze dana krzywa (czy ogodlniej zbidr
punktow plaszczyzny) jest wykresem pewnej funkcji, jezeli kazda prosta
rownolegta do osi Oy przecina t¢ krzywa co najwyzej w jednym punkcie.

Przyklad 2. Ktore rysunki przedstawiajg wykresy funkcji?
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Rys. 1. Ilustracja do przyktadu 2

Rozwiazanie. Latwo stwierdzi¢, ze krzywe przedstawione na rysunkach: b), e)
i f) nie sg wykresami funkcji. Przyktadowo istnieje prosta rownolegta do osi Oy,
ktora przetnie krzywa przedstawiong na rysunku le) w dwoch punktach, co
przeczy warunkowi zawartemu w definicji funkcji, ze kazdemu elementowi
x ze zbioru X musi by¢ przyporzadkowany doktadnie jeden element y ze
zbioru Y.

Podstawowe wlasnosci funkcji
Definicja 2. Jezeli W, =Y, to mowimy, ze funkcja f* odwzorowuje zbior X
na zbiér Y i zapisujemy

x5y

Przyktadowo, aby funkcja, ktorej wykres przedstawiono na rysunku 1d), byta
,»ha”, to musieliby$my przy jej okreslaniu zastrzec, ze odwzorowuje ona zbidr

R w przedziat (0,+), czyli

f iR —>(0,+x).
Definicja 3. Mowimy, ze funkcja f : X > Y  jest roznowartoSciowa
w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy réznym argumentom x, ,x, X

odpowiadajg rozne wartosci  f(x;) 1 f(x,), tzn.

vx,,xzeX [xl ;tx2 :f(xl);tf(x2)]'

Uwaga. Wykres funkcji réznowartoSciowej ma co najwyzej jeden punkt
wspo6lny z dowolna prosta rownolegla do osi Ox.

Korzystajac z powyzszej uwagi tatwo stwierdzi¢, ze sposrod funkeji, ktérych
wykresy przedstawiono na rysunku 1, réznowarto$ciowe sa jedynie funkcje
zilustrowane na rysunkach c) i h). Dla przyktadu, funkcja o wykresie z rysunku g)



nie jest r6znowartosciowa, gdyz tatwo poprowadzi¢ prostg rownolegly do osi
Ox, ktora przetnie jej wykres w trzech punktach.

Definicja 4. Mowimy, ze funkcja f : X — Y jest w zbiorze X:

e ograniczonazdotu < 3, g V. , f(x)=m,

e ograniczonaz gory < I, g V..x f(X)SM,

e ograniczona < o uer Viex mS f(X)SM.

Uwaga. Wykres funkcji ograniczonej z dotu (z gory) lezy powyzej (ponizej)
pewnej prostej y=m (y=M) rownoleglej do osi Ox. Wykres funkcji
ograniczonej lezy pomi¢dzy dwiema prostymi (y=m i y =M ) rownolegtymi
do osi Ox.

Sposrod funkcji, ktorych wykresy przedstawiono na rysunku 1, funkcje
zilustrowane na rysunku a) oraz i) sg ograniczone z dolu i z gory, natomiast
funkcja z rysunku 2d) jest ograniczona tylko z dotu. Uzasadnienie tych faktow
(dla przyktadu 1d) oraz 1i)) mozna znalez¢ na rysunku 2.
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Rys. 2. Ilustracja pojecia ograniczonosci funkcji

Definicja 4. Mowimy, ze funkcja f : X —> Y jest w zbiorze X:
o rosngea & Y,y [n<m = )< f(5)].
o malejgea Y,y [ <xn = f(@)> ()],
* niemalejgca < V. .y [x1 <x, = f(x)< f(xz)] ,
* nierosngca & V. . _y [x <x, = f(x)=f(x)],
* stala & Vo nex [ <x = f(x)=f(x)].

Funkcje rosngce, malejace, niemalejagce 1 nierosnagce nazywamy
monotonicznymi. W szczegdlnosci, funkcje malejgce 1 rosngce przyjeto rowniez
nazywaé¢ funkcjami scisle monotonicznymi. Czg¢sto mamy do czynienia
z funkcjami, ktore nie s3 monotoniczne w calej swojej dziedzinie, lecz dla



ktorych mozna wskazaé przedzialy, w ktorych sg one monotoniczne. O takich
funkcjach méwimy, ze sg przedziatami monotoniczne.

Analizujac monotoniczno$¢ funkcji o wykresach przedstawionych na rysunku 1
mozna stwierdzi¢, co nastgpuje:

a) — funkcja stata,

c) — funkcja malejaca,

d) - funkcja przedzialami monotoniczna,

g) — funkcja przedzialami monotoniczna,

h) — funkcja przedziatami malejaca,

i) — funkcja przedziatami rosnaca.

Dodatkowo na rysunku 3 mozna znalez¢ przyktadowe wykresy funkcji rosnacej
oraz nierosnacej.
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Rys. 3. Przyktad funkcji: a) rosnacej, b) nierosnace;j

Definicja 5. Mowimy, ze funkcja f : X — Y jest w zbiorze X:
® parzysta = [—x eXAf(—x)= f(x)] ,
e nieparzysta < V._, [—x eXAf(—x)= —f(x)] .

Uwaga. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi Oy, natomiast
funkcji nieparzystej — symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

Korzystajac z powyzszej uwagi tatwo stwierdzi¢, ze sposrod funkcji, ktorych
wykresy przedstawiono na rysunku 1 parzyste sa funkcje zilustrowane na
rysunkach a) i d), nieparzysta jest funkcja z rysunku h), a pozostale funkcje nie
sg ani parzyste, ani nieparzyste.

Przyklad 3. Zbada¢ parzystos¢ funkcji:

a) f(x)= Z_x; , b) f(x)=x+sinx.

1



Rozwigzanie.
a) Dziedzing funkcji jest D, =R\{-1,1}. Latwo zatem stwierdzi¢, ze dla
kazdego xeD, mamy: —xe D, (z definicji funkcji zarowno parzystej, jak
i nieparzystej wynika, ze dziedzina funkcji musi by¢ zbiorem symetrycznym
wzgledem zera).

Ponadto, dla kazdego x € D, mamy

2(-x)t  2x*

e et ()

Dana funkcja jest wigc w swojej dziedzinie parzysta.
b) Dziedzing funkcji jest D, =R, zatem jest ona zbiorem symetrycznym
wzgledem zera. Dodatkowo
f(=x) = (=x)* +sin(—x) = —x’ —sinx =—(x* +sinx) = — f(x) .
Badana funkcja jest wigc nieparzysta w zbiorze R.
Definicja 6. Mowimy, ze funkcja f : X > Y jest okresowa w zbiorze X
wtedy i tylko wtedy, gdy
EIT¢0vx6X [(X+T)€X /\f(x+T)=f(x)].

Liczbe T nazywamy okresem funkcji f, natomiast najmniejszy dodatni okres —
okresem podstawowym funkcji f 1 oznaczamy symbolem 7.

Sposréd funkcji z rysunku 1, okresowa jest jedynie funkcja o wykresie
przedstawionym na rysunku i). Okresem podstawowym tej funkcji jest 7 =1.
Przyklad 4. Wyznaczy¢ okres podstawowy funkcji:

a) f(x)=cos3x, b) f(x)=5tgmnx.

Rozwiazanie.

a) Dziedzing funkcji jest D, =R, zatem dla kazdego x e D, oraz dla kazdego
T spetniony jest warunek: (x+7)eD,. Z definicji 6 wiemy, ze aby funkcja

byla okresowa musi istnie¢ takie 7 =0, ze: f(x+T7)= f(x). Poniewaz
f(x)=cos3x oraz f(x+T)=cos3(x+7T)=cos(3x+37), zatem spetniona
musi by¢ réwnos¢:

cos(3x+3T)=cos3x.



Wiemy, ze funkcja cosinus jest funkcja okresowg z okresem podstawowym 27 .
Oznacza to, ze jej wartosci sg rowne dla argumentow réznigcych sie od siebie
o wielokrotno$¢ 2m. Powyzsza réwnos¢ jest zatem roéwnowazna nastepujacej

rownosci:
3x+3T =3x+2kn , keC.
Stad
Tzzkn .
3

Ostatecznie okresem podstawowym, jako najmniejszym dodatnim okresem
bedzie:
1, = %n .
b) Postgpujemy podobnie, jak w przykiadzie a). Dziedzing funkeji jest D, =R,
zatem pierwszy warunek definicji jest spetniony. Wyznaczamy:
f(x+T)=5tgn(x+7T)=>5tg(x + nT).
Z drugiego warunku funkcji okresowej spetniona musi by¢ réwnos¢:
Stg(mx +nT)=5tgmx .
Poniewaz okresem podstawowym funkcji tangens jest 7, zatem:
w+nl =nx+km,

astad T =k . Wigc okresem podstawowym bedzie: 7, =1.

Funkcja odwrotna i funkcja zlozona

Niech dana bedzie roznowartosciowa funkcja f : X "5 Y. Wowezas kazdemu
elementowi yeY mozna przyporzadkowaé doktadnie jeden element xe X,
dla ktorego y = f(x). To przyporzadkowanie bedziemy nazywac funkcjg

odwrotng do funkcji f i symbolicznie oznaczaé przez f~'. Mozemy zapisa¢:

Definicja 7. Funkcjg odwrotng wzgledem rdéznowartosciowej funkcji

f : X =Y nazywamy takg funkcje [~ : Y 5 X, ze

Voo [x=7 ) @ y=f@)rxeX].



Uwaga.

1. Aby znalez¢ wzér funkcji odwrotnej do funkcji f nalezy we wzorze
y=f(x) tej funkcji zamieni¢ ze sobg zmienne, a nast¢pnie z otrzymanej

rownosci wyznaczy¢ y.
2. Wykresy funkcji y = f(x) i y=f"'(x) sa symetryczne do siebie wzgledem
prostej] y=x.
Przyklad 5. Znalez¢ funkcj¢ odwrotng do funkcji
y=2x-3
oraz sporzadzi¢ wykresy obydwu funkcji.

Rozwiazanie. Dana funkcja jest funkcjg roznowartosciowg i odwzorowuje
zbior R na zbior R, istnieje zatem funkcja do niej odwrotna. W celu
wyznaczenia tej funkcji, zgodnie z punktem 1 powyzszej uwagi, zamieniamy ze
sobg zmienne, a nast¢pnie z otrzymanego
rOwnania wyznaczamy y:

y=2x-3« f
x=2y-3,
2y=x+3/:2

1 3 1
y 2x+ 5 «— f.
Sporzadzamy wykresy obydwu funkcji
(rysunek 4). Zauwazmy, ze otrzymane
wykresy sa symetryczne wzglgdem Rys. 4. Ilustracja do przyktadu 5
prostej y=x.

Definicja 8. Niech dane bedg funkcje g: X —>U i f:U—>Y, takie ze

przeciwdziedzina funkcji g zawiera si¢ w dziedzinie funkcji f Funkcje
h: X — Y okre$long wzorem

h(x) = f(g(x))
nazywamy zfozeniem funkcji f 1 g (czg¢sto oznaczamy j3 symbolem fog),
przy czym funkcj¢ g nazywamy funkcja wewnetrzng, a f — zewnetrzng.
Analogicznie okresla si¢ zlozenia wigkszej liczby funkcji.

Przyklad 6. Wskaza¢ funkcj¢ wewngtrzng i zewnetrzng funkcji:

a) y=\3/x2+5, b) y=sin’x.



Rozwigzanie.
a) Funkcja wewngtrzng funkcji y = %/m jest funkcja u =x? +5, natomiast
zewnetrzng y = 3/; .
b) W tym przypadku funkcjg wewnetrzng jest funkcja u =sinx, a zewnetrzng
y=u’.
Przyklad 7. Wyznaczy¢ wzor funkcji zlozonej h(x)= f(g(x)) oraz
k(x)=g(f(x)),jezeli:
a) f(x)=2x-3, g(x)=ctgx, b) f(x)=Inx, g(x)=x.
Rozwiazanie.
a) h(x)=f(g(x))= f(ctgx) =2ctgx -3,

k(x)=g(f(x))=g(2x-3) =ctg(2x-3).
b) h(x)=f(g(x)=f(x)=Inx’,

k(x)=g(f(x))=g(nx)=In’x.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbada¢ parzystos¢ funkcji:

1. f(x)=x*-3x"+1, 2. gw)=u*-u’,
3

3. f(x)=In’x, 4. f)=12%

x° =9

5. f(x)=xcosx, 6. f(x)=|sinx,
7. f0=S= B, /()=
) 2 ) sin’x+6
.3 1-x
9. f(x)=sin’ x+2cosx, 10. f(x)=log1—.
+Xx

Wyznaczy¢ okres podstawowy funkcji:
11. f(x)=sin2x, 12. f(x)= cos% ,

13. f(x)=sinnx, 14. f(x)=cos(x+1),
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15. f(x)= ctg% , 16. f(x)=sin’x.
Znalez¢ funkcje odwrotng do podanej funkcji:
17. y=—2x+1, 18, p=>*L
x-3
19. y=3", 20. y=log,(x—-1)-2.

Wyznaczy¢ wzor funkcji ztozonej h(x) = f(g(x)) oraz k(x)=g(f(x)), jezeli:

21. f(x)=2x+3, g(x)=x"+3x, 22. f(x)=sinx, g(x)=x?,
23. f(x)=x"+1, g(x)=cosx, 24. f(x)=x"+2x+3, g(x)=2",
25. f(x)=x"+4, g(x)=Inx, 27. f(x)=[sinx|, g(x)=In(x+1).

Opracowanie:
dr Igor Kierkosz
dr hab. Volodymyr Sushch



